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Kolmiulotteinen rendertinti on viihdeteollisuudessa hyvin térkeaé, erityisesti elokuvien ja televi-
siosarjojen valmistuksessa ja videopeliteollisuudessa. Kolmiulotteisessa rendertinnissd matema-
tiikka ja algoritmiikka ovat térkeitéd aiheita, varsinkin vektori- ja matriisilaskenta.

Tassé tutkielmassa on tarkoitus selvittd mitkd ovat keskeisimmét kolmiulotteiseen rendersintiin
liittyvistd vektori- ja matriisilaskuista, miten niiden laskeminen on mahdollista toteuttaa algo-
ritmisesti ja minkélaisia ongelmia néissd algoritmeissa syntyy. Laskutoimitusten mééaritelmiin
perustuen luodaan n ulotteisia vektoreita ja matriiseja kasittelevit algoritmit ja erityishuomiota
kiinnitetdén niiden aikakompleksisuuksiin seké liukulukulaskuista muodostuviin virheisiin.

Koska kolmiulotteista renderéintid on toteutettu jo 1900-luvulla, on kehitetty paljon erilaisia
menetelmié laskutoimitusten laskemisen nopeuttamiseksi, kuten rinnakkaislaskentaan erikoistet-
tuja ndytonohjaimia ja vektorilaskuja suoraan suorittavia prosessoreja. Taménkaltaisien opti-
mointimenetelmien toimivuus ja vaikutus méériteltyihin algoritmeihin on tutkielman loppuosan
keskeisené asiana.

Edelld mainittujen menetelmien liséksi tutkitaan kvaternioiden mahdollisia hyotyja kolmiulot-
teisessa renderdinnisséd vertaamalla kolmiulotteisen mallin rotaatiotransformaation laskemiseen
kuluvaa aikaa kidyttéen kvaternioita ja matriiseja, seké itse rotaatiotransformaatioiden muodos-
tamiseen kuluvaa aikaa kvaternioita ja matriiseja kayttamalla.

Vektorilaskut ovat moderneilla laitteilla hyvin tuettuja operaatioita ja usein vievét vain yh-
den prosessorin késkyn verran. Matriisi-vektori-kertolaskut ilmenevét usein suurissa méérissé,
esimerkiksi juuri kolmiulotteisen kappaleen transformaatioita laskiessa, jolloin ndyténohjaimien
mahdollistama satojen, jopa tuhansien, laskutoimitusten rinnakkaistaminen on tarkedmpé&a pro-
sessorin tarjoamien laskutoimituksien suoraan tukeen verrattuna. Lisdksi kvaternioiden eduista
huolimatta ne eivét tédysin korvaa matriisien kayttod kolmiulotteisessa renderdinnisséd, mutta
esimerkiksi rotaatiotransformaatioita laskiessa ovat matriisien kiayttod nopeampia.

Asiasanat: matriisilaskenta, 3D-renderdinti, kvaternio, algoritmiikka
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3D rendering is very common within the entertainment industry, especially in the creation of
movies and TV-series and in the videogame industry. Mathematics and algorithms play an im-
portant role in 3D rendering, specifically vector and matrix calculations.

In this thesis the objective is to figure out the most important vector and matrix calculations in
3D rendering, how they can be computed and what problems do these algorithms have. Based
on the definitions of the calculations, algorithms which operate on n dimensional vectors and
matrices are created and special attention is placed on their growth rates and error from floating
point calculations.

3D rendering has existed since the 20th century and because of this a lot of different methods for
optimizations have been created, for example parallel computations of calculations via a graphics
card and direct implementation of vector calculations within an instruction set. The effectiveness
and effects of these kinds of methods are the focus of the latter part of this thesis.

In addition to the methods described previously, quaternions are studied as a means of opti-
mization and they are compared against matrices with respect to speed in the calculations of a
rotation transformation for a 3D model and the speed of constructing a 3D rotation matrix.

Vector calculations on modern devices are very well supported and often take only a single
processor instruction to complete. Matrix-vector-multiplications are often encountered in large
quantities, for example in calculating a transformation for a 3D model, where the massive poten-
tial for computing hundreds or thousands of calculations in parallel in a graphics card are more
important than direct support for such calculations within an architecture. In addition, despite
the benefits of quaternions they can not entirely replace the use of matrices within 3D rendering,
but for example in calculating rotation matrices they are faster.

Keywords: matrix calculus, 3D rendering, quaternion, algorithms
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1 JOHDANTO 1

1 Johdanto

Kolmiulotteinen renderdinti on nykymaailmassa hyvin yleistd. Sille on kayttoa erityisesti viih-
deteollisuudessa elokuvien ja televisiosarjojen valmistuksessa, varsinkin animoitujen elokuvien
ja sarjojen tuotannossa, sekd videopeliteollisuudessa mahdollistamassa todenmukaisien kuvien
muodostamisen realiajassa kuluttajalaitteilla. Kolmiulotteisella render6innilld tarkoitetaan tésséa
tutkielmassa laskentaa, jota vaaditaan kuvien muodostamiseen tietokoneella kolmiulotteisista
malleista. Tdméan kuvauksen pohjalta on helppo péaitella, ettd kolmiulotteisessa renderdinnissa

matematiikka on hyvinkin keskeinen konsepti, kuten myés algoritmiikka.

Tutkimuskysymykset

Kolmiulotteisiin avaruuksiin mahtuu paljon erilaisia matemaattisia konsepteja ja laskutoimituk-
sia. Téssd tutkielmassa on tarkoitus selvittd mitkd ovat keskeisimmét néistd laskutoimituksista
kolmiulotteisessa rendertinnissé. Mahdollisuuksia on vield rajattu keskittymalla matriiseihin ja

vektoreihin.

Toinen osa kolmiulotteisesta renderdinnistd on kuvan muodostaminen, ja se tapahtuu tietoko-
neella. Laskutoimituksien selvittdmisen liséiksi on syyté tutkia miten ne on mahdollista toteuttaa

tietokoneella laskettaviksi ja minkélaisia ongelmia néiden toteutuksien kdytossé on.

Kolmiulotteista renderointid on toteutettu tietokoneilla jo 1900-luvulla, joten on helppo kuvitella
laskutoimituksia laskevien menetelmien, ohjelmien ja algoritmien kehittyneen vuosien saatossa.
Téssé tutkielmassa ei siis tyydytd vain toimivan algoritmin selvittdmiseen, vaan tutkitaan mita
menetelmid modernit tietokoneet hyodyntavat tutkielman keskeisten laskutoimitusten laskemi-

seen.

Tutkimusmenetelméit

Laskutoimitukset on mahdollista selvittda tutustumalla matriisilaskennan peruslaskutoimituk-
siin. Naille laskutoimituksille muodostetaan niiden mééaritelmiin perustuvat abstraktit toteutuk-

set. Muodostettuihin toteutuksiin kohdennetaan tarkempaa tutkimusta niiden ominaisuuksista.

Optimointimenetelmid tutkitaan muutamalla tavalla: selvittdamélld mahdollisia prosessorien to-
teutuksissa olevia optimointeja ja tutustumalla vaihtoehtoisiin laskumenetelmiin. Prosessorien ja
muiden erikoislaitteiden mahdollistamia optimointimenetelmid on enemmén kuin tésséd tutkiel-
massa on mahdollista kasitelld, joten niistd tutkitaan vain tdrkeimpié ja ilmeisimpiéd. Vaihtoeh-
toisiin laskumenetelmiin lukeutuu kvaterniot, joiden tarjoamia vaihtoehtoja tutkitaan luvussa
6.

Huomautuksia

Tassé tutkielmassa on kiytossé alfanumeerinen kaytanto lahdeviittauksille. Hakasulkeiden véliin
jasvit kolme tai neljd kirjainta ja kaksi numeroa tarkoittavat viittausta, esimerkiksi [Knu9§]
on lihdeviittaus. Tdmén lisdksi sivunumerot ja muut huomiot ldhdeviittauksissa on merkit-
ty hakasulkeiden sisille: [Knu98, s.214]. Lihteet on listattu osiossa 7, jossa ldhteet esiintyviit

lahdeviittausmerkintojen mukaan aakkosjérjestyksessé.
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2 Liukuluvut

Tietokoneet ovat erinomaisia kokonaislukulaskuissa ja ldhes poikkeuksetta my6s virheettomia ko-
konaislukuja késitellessd. Kolmiulotteinen renderdinti kuitenkin toteutetaan kayttien liukuluku-
ja kokonaislukujen sijan. Jotta tdmén tutkielman keskeisimpié algoritmeja voi tutkia huolellisesti,

on ensin késiteltdava liukulukujen ominaisuuksia, etuja ja puutteita.

2.1 Esitys tietokoneissa

Jokainen realiluku on mahdollista esittdd kaavan (1) esittdménd tulona. [Knu98, s.214]
a= f,b% (1)

jossa a on mikd tahansa reaaliluku, b on kantaluku, f, on b-kantainen murto-osa siten etté
|fal < 15 ja e, on kantaluvun eksponentti. Esimerkiksi 43.65 = 0.4365 - 10%. Tésté esityksesti
on hyvé huomata, ettd kantaluku ei ole muuttuva, vaan on riippuvainen murto-osan esityksesté.
Jos murto-osan esittéé 2-kantaisena lukuna ja kiinnittdéd kantaluvuksi 2, saa kaavasta (1) muo-
dostettua kaavan (2) esityksen.

a=f-2 (2)

Naiin mink4 tahansa reaaliluvun saa esitettys kahdella toisistaan erilliselld luvulla: 2-kantaisella
murto-osalla f jolla pétee |f| < 1 ja eksponentilla joka on kokonaisluku. Murto-osan voi viel&
jakaa kahteen osaan irroittamalla merkin, jolloin tietokoneen liukulukuesityksen kolme kenttéé
ovat merkki, eksponentti ja murto-osa. [CHN99] Koska kentét ovat toisistaan erillisié voi kenttien
koot méarittd4 mielivaltaisesti tarpeen mukaan. Liukulukuja voi merkitd kaavan (3) esittdmalla
tavalla.

a=(ea, fo) = a= fo-2° (3)

Merkilla ei ole kuin kaksi vaihtoehtoa, joten merkilld on aina yhden bitin mittainen kenttd joka
kertoo onko luku negatiivinen (merkki = 1) vai positiivinen (merkki = 0). [iee19] Eksponentti
on hyvé ilmaista kokonaislukuna esimerkiksi excess-g-esitykselld, jolloin tarvitaan my6s jokin
luku ¢. [Knu98] Murto-osa ilmaistaan usein kiinnitetyn pisteen lukuna siten, etté desimaalipiste
(eng. radix point) sijaitsee bittien vasemmalla puolella, jolloin |f,| < 1. [CHN99] Usein murto-
osaan sijoitetaan vasempaan reunaan piilotettu bitti joka on aina yksi, jolloin murto-osalle pétee
epayhtéls (4). [Knu98, CHN99]

<|fal <1 (4)

DN | =

Téssé esityksessd luvun tarkkuus riippuu murto-osan koosta, joten useimmiten liukulukuesityk-
sissé sille onkin varattu eniten tilaa. Murto-osassa olevien bittien méara p onkin hyvin térkeé
luku, sillé siitd saadaan seuraavassa luvussa kasiteltéville virheille ylaraja. Eksponenttikentén ko-
ko puolestaan kertoo pienimmaén ja suurimman esitettdvéan luvun kokoluokan. Esimerkiksi IEEE
754 -standardi 32-bittisille liukuluville ma#rittaakin seuravat koot eri kentille: s on 1 bitti, e on
8 bittid ja f on 23 bittid plus yksi piilotettu 1-bitti. [ieel9]
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2.2 Laskutoimitukset

Liukuluvuilla laskutoimitukset eivit ole niin yksinkertaisia kuin kokonaisluvuilla, silld kuten lu-
vussa 2.1 késiteltiin, liukulukujen esitysmuoto on téysin mielivaltainen jolloin laskutoimituksien
suorittamiseen tarvitaan omat algoritmit. Huomautettakoon, ettd modernit proessorit sulautta-
vat laskutoimitukset osaksi laitteistoa, muuntaen alla olevien algoritmien kaltaiset menetelmét
kiinteiksi osiksi prosessoria. [CHN99] Ensimmiiseni késittelyssd on Donald Knuthin esittdmé yh-
teenlaskualgoritmi [Knu98, s. 216] erikoistettu 2-kantaisille liukuluvuille. Tdmé& algoritmi toimii

suoraan myos vihennyslaskulle, kun sy6te v korvataan syotteelld —v.

Algoritmi A (Yhteenlasku)  Olkoon u = (e, fu) ja v = (ey, f») normalisoituja liukulu-
kusyotteitd. Tamé algoritmi laskee w &~ u + v. [Knu98, Algorithm A, s. 216]

A1l. (Pura) Parametreina saadut bittijonot karsitaan eksponenteiksi e, ja e, ja murto-osiksi f,
ja fo.
A2
A3

Oleta e, > e,) Jos e, < e, vaihdetaan u ja v.

Aseta e,,) Asetetaan e,, = e,.

A5
A6
AT

N
N
A4. (Tarkista e, — e,) Jos e, — e, > p+ 2 asetetaan f,, = f, ja siirrytdén vaiheeseen A7.
. (Sovita) Bittisiirretdén f, oikealle e, — e, bittii.
. (Summaa) Asetetaan f, = fu + fo.

- (

Normalisoi) Suoritetaan normalisointialgoritmi w:lle. [Knu98, Algorithm N, s. 216]

Algoritmin vaiheessa A7 liukuluku w = (e, f.,) saattaa olla epinormaalissa muodossa, jolloin
epiyhtélon (4) ehdot eivét tiyty. Tillsin liukuluku on normalisoitava, jotta sen kiyttod voi jaktaa
muiden liukulukujen tavoin. [Knu98, s.216] Normalisointi ei sisélly tdmén tutkielman aihepiiriin,
joten normalisoinnin yksityiskohdat sivutetaan. Vaiheet A4 ja A5 ovat erityisen térkeitd liuku-
lukujen virheitd pohdittaessa. Knuthin algoritmi kerto- ja jakolaskuille on algoritmin A kanssa

téarkea.

Algoritmi B (Kerto- ja jakolasku) Olkoon u = (ey, fu) ja v = (ey, f») normalisoituja liukulu-

kuja. Téamé algoritmi laskee kertolaskun w ~ u - v tai jakolaskun w =~ u/v. [Knu98, s. 217]
B1. (Pura) Karsi parametreina saadut bittijonot eksponentteihin e, e, ja murto-osiin f,, f,.

B2. (Operoi) Aseta

w = €y + €y — (q, fw = fu- fo, kertolaskussa;
ew==¢u—e,+q+1, fuo=2"1f.)/f,, jakolaskussa.

B3. (Normalisoi) Suoritetaan w:lle normalisointialgoritmi N.
Algoritmista B on hyvi huomata, ettd vaiheessa B2 molempien parametrien murto-osat kerrotaan

suoraan keskenéén ja jakolaskussa f, menettdd yhden bitin oikealta.

Algoritmien A ja B suoritusaika on selvisti vastaavia kokonaislukulaskuja hitaampaa. Tdmén
ndkee jo siitéd, ettd kummassakin algoritmissa suoritetaan useampi kokonaislukulaskutoimitus

ja algoritmissa B kertoessa kertolasku ja jakaessa jakolasku. Sen lisiksi kummankin algoritmin
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ensimméinen vaihe ei valttdmatta ole triviaali ja normalisointi, joka pa&dttdd kummankin algo-
ritmin, kestdd oman aikansa. Vaikka erikoistettu laitteisto poistaakin tarpeen kayttad kokonais-
lukuja hyodyntévid algoritmeja liukuluvuilla laskemiseen, on liukulukulaskut silti kokonaisluku-

laskuja merkittédvasti hitaampia.

2.3 Ongelmat ja laskuvirheet

Liukuluvut ovat luonnostaan epétarkkoja lukuja, silld niiden esityksessé kaytetty murto-osa pys-
tyy séilyttdméain vain p merkitsevdd numeroa. Algoritmissa A p esiintyy vaiheessa A4, missi
verrataan parametrilukujen eksponenttien erotusta lukuun p + 2 ja mikéli erotus on suurempi ei
yhteenlaskua edes vaivauduta laskemaan ja tulos on w = u. Tdmé johtuu siité, ettd jos ekspo-
nenttien erotus on tarpeeksi suuri, vaiheessa A5 murto-osaa f, siirrettéisiin niin paljon oikealle,

etté se katoaisi vallan ja vaihe A6 muuttuu laskuksi f,, = f,, + 0.

Algoritmissa B huomataankin, ett4 murto-osia f, ja f, el muuteta, vaan niilli operoidaan suoraan
mikéd ei aiheuta enempéi virhettd kuin mitd luvuissa u ja v jo valmiina oli (silli kummatkin
hyvin todennékéisesti ovat likiarvoja). Kuitenkin Molempien algoritmien viimeisend vaiheena
oleva normalisointi voi aiheuttaa murto-osan jakamista tai kertomista ja pyoristdmisté, jolloin

siité tulee varmasti likiarvo.

Jokaiselle liukulukuja laskevalle laitteelle on olemassa sellainen luku €,,, joka kertoo kuinka tar-
kasti laite voi laskea liukulukuja. Jos suorittaa n laskutoimitusta liukuluvuilla, niin kumulatiivi-
nen virhe laskuissa saattaa helposti olla luokkaa ne,,, ja vaikka ¢, onkin erittdin pieni, suurilla
madrilla laskutoimituksia sekin saadaan suureksi, joten on usein kannattavaa tehdé laskutoimi-
tuksia suurempaa tarkkuutta olevilla liukuluvuilla kuin mité lopullisessa vastauksessa tarvitsee,
esimerkiksi jos vastausta tarvitaan 32-bittisen liukuluvun téydelld tarkkuudella, on kannatta-
vaa suorittaa laskutoimitukset 64-bittisilla liukuluvuilla ja muuntaa vastaus lopuksi 32-bittiseen
muotoon. Témé eliminoi virheen kokoluokasta ne,, luokkaan ¢,,, silla tarkkuutta pienentdessé

jonkin verran joudutaan pyoristdmiéin.[PTVF07)

Kuten jo ylla mainittiin, liukuluvuilla suoritettavat laskut kestavat merkittédvéasti kauemmin kuin
kokonaisluvuilla suoritetut laskut. Taméa, kuten laskuvirheetkin, on hyvin kumuloituva, tosin
vaikka laskuvirheelté voi véilttya kayttamalla korkeamman tarkkuuden liukulukuja, ei sama toimi
kumpaankaan suuntaan nopeudessa. Tadmé johtuu siitéd, ettd prosessorin liukulukuoperaatiot
ovat nopeampia kuin mikéén liukulukuja laskeva ohjelma ja eri tarkkuuksilla olevat liukuluvut
vaativat saman ajan samoissa operaatioissa, eli esim. 64- ja 32-bittisilla liukuluvuilla tehtdvat

laskutoimitusket kestdvét yhtd kauan suorittaa.

Liukulukuja kdytettdessa voitetaankin jo siiné, ettd kaiken matematiikan ei tarvitse olla diskreet-
tid, vaan voimme hyodyntéé ldhes jatkuvaa esitysté realilukujen joukosta. Esimerkiksi kolmiulot-
teinen avaruus on liukulukujen avulla mahdollista mallintaa hyvinkin suurella tarkkuudella. Tu-
lemmekin huomaamaan, etti jopa 32-bittinen liukuluku tarjoaa suurista virheist#sin huolimattal

suuremman tarkkuuden kuin mitd kolmiulotteisessa renderdinnissé usein tarvitaan.

1ja matemaatikon suruksi
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3 Matriisilaskenta

Kolmiulotteisen rendertinnin keskeisimmiéit laskutoimitukset ovat vektori- ja matriisilaskuja. Lu-
vussa 4 késitellddn téssd luvussa esitettévid laskutoimituksia algoritmisesti. Tamé luku pohjau-
tuu Eric Lengyelin kirjaan Mathematics for 3D Game Programming and Computer Graphics

[Len12], joka sisdltdd tdmin tutkielman ulkopuoleisia lauseita ja todistuksia.

3.1 Vektorilaskut

Téamén luvun jokaisessa kaavassa pétee v,u € R”, eli v ja u ovat n-ulotteisia vektoreita. Taméan

lisdksi merkitédén vektoreita kaavan (5) mukaisesti.

V:(Ul,’l)g,...,’l)n) (5)

Erityistd huomiota saavat kolmi- ja neliulotteiset vektorit, joilla pétee seuraavat merkinnét: v, =
V1,Vy = V2,U, = U3 ja U, = v4. Kaavassa (6) on vektorien v ja u summan mééritelmé. [Lenl2]
Vektorin jokainen alkio on mahdollista kertoa yhdelld luvulla, skalaarilla, kaavan (7) mukaisesti.
[Lenl12]

v+u=(v1+u,ve+usg, ..., + up) (6)

av = (avy, ave, . .., avy) (7)

Lengyelin kirjan lause 2.1 antaa laskutoimituksille (6) ja (7) assosiatiivisuus-, kommutatiivisuus-

ja distributiivisuuslait. [Lenl2, s. 12]

Vektorin voi mééritelld siten, ettd silld on suunta ja koko, tai magnitudi. Kaavassa (5) olevasta

esitysmuodosta saamme vektorin magnitudin kaavan (8) avulla. [Len12, s.13]

vl = \/Ug—l—vg—kvz—kva (8)

Kertomalla minké tahansa vektorin v luvulla ﬁ saamme vektorin v kanssa samansuuntaisen
ja yksikkomittaisen (||v|| = 1) vektorin, yksikkévektorin. [Lenl2, s. 13] Kaksi vektoria on mah-
dollista kertoa keskenéin kahdella eri tavalla, joista ensimmaéisené on pistetulo. Pistetulo kertoo

kaavan (9) (tai (10)) tavoin vektorit siten, ettd tulo on skalaari. [Len12, mééritelmé 2.3, s.15]

VU =viUl + UaUs + - - + vply 9)
v-u= Zviui (10)
i=1

Pistetulosta saatu skalaari kertoo laskettavien vektorien vilisestd kulmasta seuraavaa: jos piste-
tulo on negatiivinen on vektorien vélinen kulma yli 90°, jos pistetulo on positiivinen, on kulma
alle 90° ja jos pistetulo on 0, on vektorien vélinen kulma tasan 90°. [Lenl2, lause 2.4, s. 15]
Kolmiulotteisia vektoreita on myds mahdollista kertoa keskenééin kaavan (11) tavoin siten, etté

tuloksena on uusi vektori. [Lenl2, mééritelmé 2.6, s.20]

V X U= (Ul — Vplly, Uply — Uglly, Uglly — Uylg) (11)
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Téata kertolaskua nimitetddn ristituloksi ja sen seurauksena on sellainen vektori joka on kohti-
suorassa kumpaankin alkuperiiseen vektoriin, eli (v x u)-v =0ja (v x u)-u = 0. [Lenl2, lause
2.8, s.21] Ristitulolle 1oytyy erddnlainen médritelmé n-ulotteisille vektoreille, [GZ14] mutta se ei

ole tamén tutkielman aiheen kannalta olellinen.

3.2 Matriisilaskut

Matriisi on taulukko numeroita, joka karakterisoidaan sen rivien ja sarakkeiden maarilla ja yk-
sikésiteisesti médritellddn sen siséltdavilld numeroilla, kuten esitetty kaavassa (12). [Lenl2, s.31]
Matriisia jossa on n rivid ja m saraketta kutsutaan n x m matriisiksi, kuten esimerkiksi kaavan
(12) matriisi A on n x m matriisi.. [Len12, s.31] Liséksi jos sarakkeiden ja rivien mé##ra on sama,
eli n = m on kyseessd nelidmatriisi. [Lenl2, s.31] Luvussa 3.1 kisitellyt vektorit ovat sellaisia
matriiseja joilla on joko n =1 tai m = 1. [Len12, s.12] Vektoria, jonka rivien mééri on yksi (eli
n = 1) kutsutaan vaakavektoriksi, kun taas vektoria jonka sarakkeiden méira on yksi (m = 1)

kutsutaan pystyvektoriksi. [Lenl2, s.12]

All A12 s Alm
Agl A22 . AQm
A= . . (12)
Anl An2 Anm
U1
(%) T
vV = = [’Ul (%) ’l)n] (13)
Un

Yldindeksilli T (A1) tarkoitetaan matriisin transpoosia, jossa rivit muutetaan sarakkeiksi ja

sarakkeet riveiksi, kuten yht#lossd (13) ja 2 x 2-neliomatriisille yhtélosséd (14).

T
A A

Azr Aso

A Ax
Ay Ag

(14)

Vektoreilla tiedetdéin olevan yhteenlasku méariteltyné ja koska vektorit ovat erityisia matriiseja,
on selvid, ettd matriiseillakin on méériteltyné yhteenlasku. Kahden matriisin A ja B yhteenlasku

on mééritelty kaavan (15) esittdmaésti alkioittain, kuten vektoreillakin. [Lenl2, s.32]

Ann+Bu Aip+Bie ... A+ B
Ao1 4+ Bo1 Asa+DBas ... Agy+ Ban

A+B= | o | (15)
Anl + Bnl An2 + Bn2 cee Ann + Bnn

Matriisin kertominen skalaarilla on mééritelty kaavan (16) mukaisesti, kuten vektoreillekin, ja
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kertolasku on kommutatiivinen. [Len12, s.32]

aA11 aA12 N aAln
aA21 GAQQ e G,Agn

aA = Aa = . ) ' ) (16)
ClAnl G,Ang PN CLAnn

Kahden matriisin vélinen kertolasku ei ole yhtd suoraviivainen kuin yhteenlasku ja skalaarilla
kertominen. Jotta kaksi matriisia A ja B on mahdollista kertoa yhteen, on A:n sarakkeiden
méarin oltava sama kuin B:n rivien mééri, eli n X m matriisin A ja m x [ matriisin B kertolas-
ku on méiritelty. [Len12, s.32] Edellisestd lauseesta nikee suoraan, ettd kahden ei-neliomatriisin
kertolasku ei ole kommutatiivinen. Matriisien kertolasku lasketaan tulosmatriisiin alkioittain,
ja jokainen alkio on siti vastaavan A:n rivin ja B:n sarakkeen pistetulo. [Lenl2, s.32] Matrii-
sikertolasku C = AB on esitetty alkiokohtaisesti kaavassa (17) hyddyntéen pistetulon kaavaa
(10).

Cij = AixBi; (17)
k=1

Matriisien kertolaskusta on hyva huomata, ettd vektorin v ja matriisin A kertolasku on mééri-
telty vain jirjestyksessi Av. Kuitenkin kertolasku vektorin transpoosin vT ja matriisin valilla
on miéritelty jirjestyksessi v A. Nami huomiot seuraavat suoraan matriisikertolaskun mééri-
telmésté ja erityisesti vaatimuksesta, ettd vasemmanpuoleisen matriisin sarakkeiden ja oikean-
puoleisen rivien lukuméérin on tdsméttdava. Matriisikertolasku ei ole kommutatiivinen, mutta

téyttdd assosiatiivi- ja distributiivilait. [Lenl2, lause 3.2, s.33]

4 Algoritmiikka

Luvussa 3 esitellyt laskutoimitukset ovat tarkeitd kolmiulotteisessa renderdinnissid, mutta jotta
niitd on mahdollista kayttdd, on ensin muodostettava laskutoimituksia suorittavat algoritmit.
Kuten luvussa 2.3 mainittiin, tietokoneet eivét ole tésmaiillisid realilukujen suhteen, joten kun
realilukuinen vektoriavaruus kohtaa tietokoneiden rajoitukset on luvussa 2 késiteltyja asioita

sovellettava algoritmien muodostamisen ja analysoinnin lisdksi.

4.1 Vektorilaskujen algoritmit

Kuten luvussa 3.2 ilmeni, vektorit ovat erikoisia matriiseja. Tamé& yhteys kantautuu myos algo-
ritmeihin, joten algoritmien tutkiminen on hyvé aloittaa vektoreista jolloin matriisien algoritmit

ovat helpommin ymmérrettavissa.

4.1.1 Vektorien yhteenlasku ja vektori-skalari -kertolasku

Tutkitaan ensimmaiisensd kahden vektorin vilistd yhteenlaskua. Kahden vektorin yhteenlaskun

madritelmd antaa suoraan toimivan algoritmin, joka on esitelty alla.
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Algoritmi Y (Vektorien yhteenlasku) Olkoon u,v € R™ annettuja vektoreita. Tamé& algoritmi

laskee w = u +v.

Y1. (Alusta) Luow =0jai=1.

Y2. (Laske) Aseta w; = u; + v;.

Y3. (Askel) Aseta i =1+ 1.

Y4. (Tarkista) Jos i < n siirry vaiheeseen Y2.
N

Y5. (Palauta) Palauta w.

Algoritmi Y tiedetddn oikeaksi, silld vaihe Y2 on yleinen kaava kahden vektorin i:nnen elementin
summalle. Nahd&dn myos, ettéd ¢ saa arvot yhdesté n:édén, joten jokainen vektorien elementti tulee
kéytya ldpi. Vaihe Y4 on ainoa vaihe jossa siirrytddn taaksepéin. Huomataan ettéd takaisin siir-
rytédn tismalleen silloin kun 7 < n ja jokaisella paluukerralla i:n arvo kasvaa yhdella. Taaksepéin
palataankin tdméan perusteella n kertaa. Jokaisella kierroksella tapahtuu kaksi yksinkertaista
laskutoimitusta: liukulukujen yhteenlasku ja kokonaisluvun korotus. Nami ovat vakioaikaisia
toimintoja, joten taulukon 1 mukaan saamme algoritmin Y aikakompleksisuuden. Laskemalla
jokaisen vaiheen suoritusmiirdn yhteen saamme aikakompleksisuudeksi 3n 4+ 2 = O(n). Huoma-
taan myo0s, ettd algoritmin Y suoritusaika on téysin sidoksissa n:dén, joten voimme tiivistad sen
aikakompleksisuudeksi ©(n).

Vaihe | Méaira
Y1 1
Y2 n
Y3 n
Y4 n
Y5 1

Taulukko 1: Algoritmin Y vaiheiden suoritusmaéira.

Kun n on tunnettu ja pieni, erityisesti n = 3 tai n = 4, algoritmin silmukan voi avata ja
indeksimuuttujan ¢ voi poistaa. Tamé jéttdd algoritmin Y aikakompleksisuudeksi O(1) ja sitd
voidaan késitelld alkeisoperaation tavoin. Koska jokainen laskutoimitus on toisistaan erillinen,
eli yhden laskutoimituksen tulosta ei kdytetd myohemmin algoritmissa, on lopullinen virhe ¢,
jokaista w; kohti, jossa €, on luvussa 2.3 esitelty virheluku. Virhe on kéytannossé niin pieni kuin

mahdollista, joten esitelty algoritmi Y on kelvollinen toteutus vektorien summausalgoritmiksi.

Vektorin ja skalarin kertolaskualgoritmin saa algoritmista Y muuttamalla vaiheen Y2 laskutoi-
mitus kertolaskuksi ja asettamalla v; = a jokaisella ¢ = 1,2,...,n, missd a on kertova skalari.

Helposti huomataan, ettd koko vaiheen Y2 voi muuttaa muotoon
Y’2. (Laske) w; = u; - a.

jolloin sédstyy n — 1 lukuarvon verran muistia ja yhden vektorin luominen.

4.1.2 Vektorien pistetulo

Vektorien pistetulo onkin hieman mielenkiintoisempi laskea kuin yhteenlasku ja seuraavaa algo-

ritmia voimmekin hytdyntdd myhemmin osiossa 4.2.2.
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Algoritmi P (Pistetulo) Téaméi algoritmi laskee kahden sydtevektorin u,v € R™ pistetulon

p=u-v.
P1. (Alusta) Aseta p=0,i = 1.
P2. (Laske) Laske p = p + (u; - v;).

P5
P6

N
P4. (Askel) Aseta i =i+ 1.
. (Tarkista) Jos i < n palaa vaiheeseen P2.
N

Lopeta) Palauta p.

Algoritmien P ja Y rakenteet ovat hyvinkin samanlaisia. Merkittdvimpind eroina on algorit-
missa P oleva kertolasku yhteenlaskun liséksi vaiheessa P2 ja tulos on vektorin sijasta skalaari.
Yhtenevin rakenteensa vuoksi kummallakin algoritmilla on sama aikakompleksisuusluokka, ni-
mellisesti ©(n). On kuitenkin syytd huomata, etti algoritmissa P suoritetaan yhden laskutoimi-
tuksen sijasta kaksi laskentavaiheessa. Tésté syysté algoritmilla P on hitaampi suoritusaika kuin

algoritmilla Y, joskin vain vakiokertoimen verran.

Algoritmi P kéyttdd akkumulointimenetelméd tulosta laskiessa, joten algoritmi kidyttdd hyvin
vdhédn muistia, vain kahden lukuarvon verran, joista indeksimuuttuja ¢ on todennékoisesti koko-
naislukumuuttuja ja jos n < 255 voi viedd vain yhden tavun verran. Tulosmuuttuja p voi olla
samaa datatyyppid kuin vektorien luvut, tai mikali tarvetta séilyttdd mahdollisimman korkea
tarkkuus: korkeamman tarkkuuden liukuluku. Algoritmi P on hyvé esimerkki tilanteesta, jossa

liukulukulaskennan virheet saattavat vaikuttaa.

Kuten luvussa 2.3 mainittiin liukulukulaskuissa tapahtuva virhe on kumulatiivista, ja yll& todet-
tiin algoritmin P kayttdvin kumuloivaa laskentamenetelméé, joten on syyté tutkia mahdollista
virhettd. Muuttujaan p tehdddn muutoksia vain vaiheessa P2. Luomisvaiheessa virhetta ei ole,
silld p:n arvoksi asetetaan nolla ja nolla on mahdollista esittdd tdsmaéllisesti. Vaiheessa P2 tapah-
tuu kaksi laskutoimitusta: vektorien komponenttien vilinen kertolasku ja tulon ja p:n yhteenlas-
ku. Koska tdméi vaihe suoritetaan tédsmilleen kerran jokaista i:n arvoa kohti, on virhe yhdella

silmukan kierroksella 2¢,,.

Vaihe P2 suoritetaan n kertaa, jolloin lopullinen virhe on 2ne,,. Virhe on siis riippuvainen n:sté,
joten sen lisdksi, ettd suurella n:lla algoritmin suoritus kestédd kauemmin, on myos tuloksessa
enemmén virhettd. Kolmiulotteisessa renderdinnissd usein n = 3 tai n = 4, jolloin virhe on
vliltd [6€,,, 8€,,] ja erityisesti kolmiulotteisessa renderdinnissi on hyviksyttivien rajojen sisilla.

On syytd huomata, ettid tdmé johtaa suurempiin virheisiin tulosta kdyttiavissi laskuissa.

4.1.3 Vektorien ristitulo

Kahden vektorin viélinen ristitulo on, kuten luvussa 3.1 todettiin, mééritelty vain kolmelle ulottu-
vuudelle.? Ristituloa laskeva algoritmi on siité erikoinen, etté syotteen koko on kiinnitetty, joten
se ei ole kaikkien mé&ritelmien mukaan algoritmi. Ristitulosta kuitenkin ilmenee ominaisuuk-
sia joita ei aiemmissa algoritmeissa ole, joten ristituloa laskevaa algoritmia on silti kannattava
tutkia.

2T4amén tutkielman puitteissa.
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Algoritmi R (Ristitulo) T#mi algoritmi laskee kahden kolmiulotteisen sydtevektorin u, v € R?

ristitulon w = u x v.

R1. (Alusta) Luo w = 0.
R2. (Laske x) Aseta w, = u,v, — uyv,.
R4
R5

A
R3. (Laske y) Aseta wy = uyv, — u ;.
. (Laske z) Aseta w, = uzvy — Uyvy.
o

Lopeta) Palauta w.

Monimutkaisin asia algoritmissa R onkin laskutoimitukset jotka saadaan suoraan ristitulon mate-
maattisesta méiritelmiéisti. Koska algoritmilla R on kiinted mééri syotetti (kaksi kolmiulotteista
vektoria) ja yhdessikddn vaiheessa ei synny haaraa on algoritmin R aikakompleksisuus ©(1) ja
se myo0s tuottaa kiintedn méadran virhetta. Jokainen tulosvektorin w komponentti lasketaan eril-
lisilla laskuilla on kasaantuva virhe komponenttikohtainen. Kaksi kertolaskua ja vahennyslasku
tuottavat kumulatiivisen virheen 3¢, jokaista tulosvektorin komponenttia kohti. Tésséd on syytéa
huomata, ettd sydtevektorien jokaista komponenttia kdytetdan kahden tulosvektorin komponen-
tin laskemisessa, joten suuri virhe yhdesséa syttevektorin komponentissa haarautuu suuremmaksi

virheeksi kahdessa tulosvektorin komponentissa.

4.2 Matriisilaskujen algoritmit

Hyo6dyntdmélla luvun 4.1 algoritmeja ja tietoa matriisien ja vektorien yhteydestéd, on tdmén
luvun algoritmit helposti muodostettavissa. Lukuun 4.2.2 on syyta kiinnittd4 erityistd huomiota,

silld siind késitellyt asiat ovat erityisen tédrkeitd myhemmin luvuissa 5 ja 6.

4.2.1 Matriisien yhteenlasku

Kahden vektorin yhteenlaskua laskevaa algoritmia Y on helppo jatkaa ympéaroimélla vaiheet Y2-
Y4 toiseen silmukkaan jossa indeksimuuttujana j = 1,2,...,m. Muuttamalla esiintyvét vektorit

matriiseiksi saammekin toteutettua kahden n x m matriisin yhteenlaskun laskevan algoritmin.

Algoritmi M (Matriisien yhteenlasku) Tami algoritmi laskee kahden matriisin A, B € R® xR™
summan C = A + B.

M1. (Alusta) Aseta i = j =1 ja luo tyhjd n x m matriisi C.
M2
M3

Laske) Aseta c;; = a;; + b;;.
Askel rivi) Aseta ¢ =1+ 1.

M5
M6
M7

- (
N
MA4. (Tarkista rivi) Jos i < n palaa vaiheeseen M2.
. (Askel sarake) Aseta j =7+ 1jai=1.
. (Tarkista sarake) Jos j < m palaa vaiheeseen M2.
N

Lopeta) Palauta C.

Koska algoritmi M on jatke algoritmille Y, padtee monet luvussa 4.1.1 tehdyt véittet myos al-
goritmiin M. Virhe on komponenttikohtainen ja vain €, kokoinen yhden laskutoimituksen joh-

dosta. Suurin muutos néiden algoritmien valilld onkin ympérdivin silmukan lisdédminen, joka
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vaikuttaa merkittdviasti aikakompleksisuuteen. Sisempi silmukka, eli vaiheet M2-M4 suoritetaan
n kertaa. Kun ¢ = n + 1 algoritmi siirtyy korottamaan j:td ja tarkistamaan onko j < m
ja mikali on jatkuu algoritmin suoritus vaiheesta M2 jolloin koska i:n arvo asetettiin samaan
miké algoritmin suoritusta aloittaessa, suoritetaan sisempi silmukka jélleen n kertaa. Tama
toistetaan jokaiselle j:n arvolle joita on m kappaletta. Algoritmin M aikakompleksisuus on siis
n+n+---+n=nm=O0(nm).
m kertaa

O(nm) vaikuttaa kovin erikoiselta aikakompleksisuudeksi, ja johtuu téysin siitd, ettd se kertoo
enemmén kuin O-notaatiolla yleenséd kerrotaan. Vaikka algoritmin M suoritus riippuu n ja m
arvoista, voimme yksinkertaistaa aikakompleksisuuden ylérajaa kun huomataan, ettd algorit-
min M silmukoiden jarjestystd voi vaihtaa vaikuttamatta algoritmin oikeellisuuteen. Vaihtamalla
vaiheissa M3-M6 #:n ja j:n paikkaa saamme tismalleen saman algoritmin, joka tosin laskee ri-
vi kerrallaan yhteenlaskua eikéd sarake kerrallaan. Voimmekin siis merkitd seuraavassa laskussa

n = max{n, m} jolloin saamme aikakompleksisuudeksi tutumman O(n?).

Algoritmi M on yleisempi muoto algoritmille Y, jonka aikakompleksisuus on O(n), ja kun m =1
ovat algoritmit M ja Y suoritukseltaan lihes identtiset. Algoritmissa M on vain yhden muuttujan
alustus, yksi korotus ja yksi tarkistus enemmaén kuin algoritmissa Y. Téstéd johtuen algoritmille

M piéitee alaraja Q(n).

4.2.2 Matriisien kertolasku

Kertolaskun laskevan algoritmin saa muodostettua suoraan kaavasta (17) hyodyntamilld algo-

ritmeista M ja P opittua tietoa.

Algoritmi K (Matriisien kertolasku) T#mi algoritmi laskee matriisien A € R™*" ja B € R**!
matriisitulon C = A - B.

K1. (Alusta) Aseta i = j = k = 0 ja luo m x [ nollamatriisi C.
K2
K3
K4
K5

Laske) Aseta c;j = c;j + agx, - by

Askel k) Aseta k =k + 1.

Tarkista k) Jos k < n palaa vaiheeseen K2.
Askel rivi) Asetai =1+ 1jak=1.

K7
K8
K9

Askel sarake) Aseta j =j+1jai=1.

- (
- (
- (
- (
K6. (Tarkista rivi) Jos @ < m palaa vaiheeseen K2.
- (
. (Tarkista sarake) Jos j <l palaa vaiheeseen K2.
< (

Lopeta) Palauta C.

Algoritmin K paikkaansapitédvyydestéd voi varmistua vertaamalla ylla olevaa esitystid esimerkiksi
Skienan antamaan esitykseen [Skil2, s.401] tai toteutukseen [Skil2, s.45]. Kéyttdmilld saman-
laista péaéttelyd kuin aiempien algoritmien kohdalla, ndemme helposti, ettd algoritmin K aika-
kompleksisuus on luokkaa ©(nml) ja lyhyemmin ©(n3). On olemassa myds toisenlaisia algorit-
meja jotka laskevat kahden matriisin tulon. Néaiden algoritmien aikakompleksisuus on usein alle
O(n?), mutta kiiytinnossi ovat nopeampia vain, kun n on suuri. Esimerkiksi Strassen algorit-

2.81)

milla on aikakompleksisuus luokkaa O(n , mutta toimii algoritmin K toteutusta nopeammin
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vasta kun n & 100 tai suurempi. [Skil2, s.402] Kolmiulotteisessa rendersinnissé kuitenkin useim-
miten n < 4, joten algoritmi K on kaytédnnossa kannattavin, silla se on myos hyvin yksinkertainen

toteuttaa. Luvussa 6.2 on esitetty hieman algoritmin K toteutuksen suorituskyvysta.

Varovainen analyysi algoritmista K paljastaa jokaisen tulosmatriisin alkion c;; olevan pistetu-
lo lahtomatriisin A rivivektorin i ja B pystyvektorin j vélilla. Pistetuloa laskevan algoritmin
P todettiin tuottavan 2ne,, suuruisen virheen, josta seuraa, ettd algoritmi K tuottaa saman
2ne,, suuruisen virheen jokaiselle tulosmatriisin alkiolle. Kuten pistetulonkin kohdalla, tdma on

hyvéaksyttdvin pieni virhe kolmiulotteisessa renderdinnissé.

Erityisen kiinnostava tapaus saadaan algoritmista K kun ldhtomatriisi B on n x 1 matriisi, eli
vektori. Yksi kolmiulotteisen render6innin keskeisimpié laskutoimituksia onkin matriisin ja vek-
torin vélinen kertolasku, silla pisteet esitetéén vektoreina ja jotta ne saataisiin oikeille paikoilleen
ruudulla tarvitsee niitd muuntaa. Tdhdn muuntamiseen kdytetdén matriiseja jotka toteuttavat
yhtélon (18).

vV =M-v (18)

Tissé v on jokin 14htopiste, v/ on maalipiste ja M on transformaatiomatriisi. [Len12, s.67] Algo-
ritmilla K saa laskettua matriisin ja vektorin viliset kertolaskut, mutta koska tdmaé laskutoimitus
on niin tarked, on kannattavaa toteuttaa erikoistettu versio algoritmista K joka jattad vaiheet

K7 ja K8 pois. Kun [ = 1 on algoritmin K aikakompleksisuus ©(nm) = O(n?).

4.3 Algoritmien analyysia

Jokainen luvuissa 4.1 ja 4.2 esiintynyt algoritmi esitettiin geneerisesti (eng. generic), eli niiden
esityksissé ei otettu kantaa laskutoimituksien kestoihin, datatyyppeihin tai syotteen kokoon. Ana-
lysoitaessa oletuksena oli, ettd datatyyppind on liukuluvut mutta tdmé ei ole osana algoritmien
médritelméd. Jotkin ohjelmointikielet mahdollistavat funktioiden méérittdmisen vastaavalla ta-
valla geneerisesti. Esimerkiksi C++:ssa on mahdollista ma&rittd4 matriisien kertolaskufunktio
riippumaan datatyypistéd ja matriisien koista. Tdm& menettely on kuitenkin vain C++ standar-
din madraami kadntidjan tarjoama tyokalu. Lopullinen tuotettu ohjelma voi kuitenkin sisaltaa
jokaiselle n:lle ja datatyypille oman, erillisen, funktionsa.? T#sté syystéd on hyvé tutkia hieman

tarkemmin kolmiulotteisessa render6innissé yleisimpié tapauksia, eli n = 3 jan = 4.

Kun n on kiinnitetty, oli se sitten 3 tai 4, on mahdollista keskittyd aikakompleksisuuden sijan
algoritmin suoritusaikaan. Tété harkitessa laskutoimitusten kestot muuttuvat merkityksellisiksi
ja jokaisen haaran todennékoisyydet olellisiksi. Modernit prosessorit kykenevét ennakoimaan oh-
jelman suoritusta haarautumistilanteissa, jolloin ohjelman suoritus voi valtty4d valimuistihudeilta
(eng. cache miss) ja prosessorien késkyjen suorituksen putkitus ei keskeydy. [Knu05] Algoritmeis-
sa esiintyvit laskutoimitukset ovat kaikki alkeellisia joten niiden suoritusnopeus ei ole riippuvai-
nen toteutuksesta vaan laitteistosta. Toisaalta kun n = 4 jokaisen indeksimuuttujan arvojoukko
on 1-4 jolloin on todennéksisté, ettd haarautumiset ja indeksimuuttujien késittely vie lahes yhté
monta késkyé kuin silmukoiden avaaminen. Tama ei valttdméatta padde matriisien kertolaskuille,
jossa laskutoimitus tehdédén 4 - 1 -4 = 16 kertaa ja toistetuille indekseille. Toisaalta esimerkiksi

vektorien yhteenlaskussa vaihe Y2 suoritetaan vain nelja kertaa erillisille indekseille, jolloin sil-

3Tamén voi tarkistaa toteuttamalla yksinkertaisen geneerisen funktion ja kid#ntimélld sen ilman optimointia.
K.s. Liite A.
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Kuva 1: Simuloitu esitys Super Mario 64-pelissé ilmenevisté liukulukujen pyoristysvirheesti. Peli
[Nin96] kuvat [bad18]

mukan avaaminen saattaa olla kannattavaa. Tdmé&n tason optimointi on kuitenkin usein hyva
jattad kdaantdjan vastuulle, silld modernit kdantéjiat osaavat muodostaa saman tuloksen tuottavia,
mutta merkittivisti nopeampia ja tilatehokkaampia ohjelmia kuin ohjelmoijat.[God19] Lisiiksi

luvussa 5 ilmenee modernien prosessorien todellinen kyky optimoida késiteltyja algoritmeja.

Nopeuden rinnalla yksi merkittdva tekija algoritmien toiminnassa on niiden tuottama virhe. Jos
tassd tutkielmassa esitetyt vektori- ja matriisilaskenta-algoritmit toteutetaan kokonaislukutyyp-
pid kayttaville vektoreille ja matriiseille on niiden tuottama virhe nolla, silla kokonaislukulaskut
ovat tdsmaéllisid. Kuitenkin kuten luvussa 2.3 kerrottiin: liukulukulaskut ovat luonnostaan vir-
heellisid. Jokaisen algoritmin kohdalla onkin esitetty niiden tuottaman virheen yldraja-arvio.
Koska virhe on my6s kumuloituvaa, on téirkedd osata toimia tdmén puitteissa. Sekd luonnolliset
laskuvirheet, ettd pyoristyksestd aiheutuvat virheet kumuloituvat ajan myoté ja voivat aiheut-
taa ongelmia seké ohjelman rendréinnissé ettd mahdollisessa fysiikkamoottorissa. Yksi esimerkki
kumuloituvasta liukulukuvirheestd on Nintendon Super Mario 64-pelissid (1996), jossa pitkédn
odotuksen jélkeen joidenkin edestakaista liikerataa pitkin kulkevien esteiden liikerata itsessédén

liikkuu. [bad18] Ta4m& on havainnollistettu kuvassa 1.

Kuten jo mainittu, kolmiulotteisessa renderdinnissé usein kaytetddn neliulotteisia vektoreita ja
4 x 4 matriiseja kuvaamaan kolmiulotteista avaruutta. Tatd menettelyd kutsutaan homogeenisik-
si koordinaateiksi (eng. homogeneous coordinates).[Len12, luku 4.4] Homogeeniset koordinaatit
mahdollistavat kaikki samat transformaatiot kuin kolmiulotteiset koordinaatit seké translaation
(eng. translation) sulauttamisen transformaatiomatriisiin (eng. transformation matrix). [Lenl2]

Transformaatiomatriiseista tarkemmin luvussa 5.

Kiinnitetddn n = 4 ja tutkitaan késiteltyjen algoritmien termikohtaista virhetta ja laskutoimi-
tusten kokonaism#arid. Arvot esitetty taulukossa 2 seuraavasti: virhe on kumuloituvan virheen
ylaraja tuloksen yhté termié kohden ja laskutoimitukset on yhteenlaskujen ja kertolaskujen mu-
kaan jaoteltu. Algoritmissa R on oletettu uy = vg4 = wy = 1 ja algoritmi K’ on matriisien

kertolaskun erikoistettu versio matriisi-vektori -kertolaskulle.

Jokaisen algoritmin virhetermi vaikuttaa hyvin pieneltd. Tama pitéisi paikkansa mikéli algorit-
mit suoritettaisiin aina tdsmallisilla ldhtoarvoilla ja niiden tuloksia ei kéytettaisi muissa laskuis-

sa. Kuitenkaan tamé ei toteudu tosimaalimassa, vaan esimerkiksi transformaatiomatriisit joita
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Algoritmi | Virhe | Laskutoimitukset
Y €m 4y
P 8em 4y 4k
R 3€m 3y 6k
M €m 16y
K 8em 64y 64k
K’ 8em 16y 16k

Taulukko 2: Algoritmien termikohtaiset virheet ja laskutoimitusten kokonaisméarit kun n = 4.

kéytetddn kappaleen pisteitd esittédvien vektorien kertomiseen ovat usean alkeellisemman trans-
formaatiomatriisin tulo. Laskutoimituksen D = C - A - B laskemisessa kayttéden algoritmia K
matriisien A ja B kertolaskun tulo kertoo vield matriisin C, jolloin yhden D:n alkion lopulli-
nen virheen yléaraja on 8¢, - 4 = 64¢,,, olettaen matriisien A, B ja C tdsmallisyyden. Lopullisen

pisteen, joka kerrotaan matriisilla D, virhe saattaa olla jopa 64¢,, - 4 = 256¢,,.

Taulukon 2 listaamat laskutoimitusten maérat jokaiselle algoritmille on vakio ja algoritmin suori-
tusnopeudet ovatkin hyvin pitkélti naista alkeellisista laskutoimituksista kiinni. Mikéli yhteen- ja
kertolaskut liukuluvilla vievat yhta paljon aikaa, kuten esimerkiksi MMIX-tietokoneessa on mal-
linnettu [Knu05], voitaisiin laskea suoraan algoritmien suoritusajat. Kuitenkin monet prosessorit
tukevat arkkitehtuurissaan késkyja, jotka tekevit useamman laskutoimituksen kerralla. Téhan
asti algoritmien suoritusaikaa on harkittu vain yksittéiselle algoritmille, mutta kidytdnnossé joi-
tain esitettyjd algoritmeja on suoritettava satoja tuhansia kertoja hyvin pienessé ajassa (esimer-

kiksi matriisi-vektori -kertolaskua).

5 Erikoistettujen laitteiden vaikutus

Modernit tietokoneet siséltaviat sekd hyvin tehokkaan yleiseen laskentaan ja datankésittelyyn tar-
koitetun keskusprosessorin ja pienempiin, mutta mééréllisesti moninkertaisesti vaativampiin las-
kutoimituksiin tarkoitetun grafiikkaprosessorin siséltévin ndyténohjaimen muiden osien liséiksi.
Erds tédrked modernien nédytonohjaimien kehitystia ajava teollisuus on ollut videopeliteollisuus,
joka tarjoaa aiemmin téssé tutkielmassa kasitellyille asioille konkreettisen toteutuksen nykymaa-

ilmassa.

5.1 Naytonohjaimet ja videopelit

Niytonohjain on tietokoneessa oleva komponentti joka sisdltdd laskentaan ja rinnakkaistami-
seen erikoistetun prosessorin, grafiikkaprosessorin, ja sille tarpeelliset muut osat, kuten oman
kédyttomuistin ja liittimet seké tietokoneen ulkopuolelle néyttoihin, ettd keskusprosessoriin. Mo-
dernissa tietokoneessa néytonohjaimen tehtévé on toteuttaa miljoonia laskutoimituksia sekun-
nissa ja vérittda naytolle ilmestyva jokainen pikseli tietyn vériseksi. Konkreettisin esimerkki
naytonohjaimen toiminnasta on videopeleissé ja tdmén tutkielman kannalta erityisesti kolmiu-

lotteisissa videopeleissa.

Videopeli on tietokoneohjelma, jonka ensisijainen tarkoitus on viihdyttda kayttéajas. Videope-
lien rakenteeseen siséltyy hyvin paljon eri osia, mutta tésséd tutkielmassa ainoa merkittava osa

on renderdinti. Videopeleissd rendersitavit kappaleet esitetdén niiden ddripisteiden avulla: esi-
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merkiksi kuutiossa on kahdeksan &aripistettd ja ne riittdvat kuution renderéimiseksi ruudulle.
Jokainen piste esitetdéin kiyttden kolmea koordinaattia: x,y ja z koordinaattia siten, etté ori-
go on yleensd kappaleen massakeskipisteessd tai muussa kaytdnnollisessd paikassa. Esimerkki

talldisestd esityksestd on kuvassa 2, jossa origo on kuution massakeskipisteessa.

(1,1,-1)

(—-1,1,1)

y
z¥ T

(—1,-1,1) e (1,-1,1)
Kuva 2: Kuution esitys pisteiden avulla kolmiulotteisessa avaruudessa.

Tamé kuution esitys yhdistetédén johonkin objektiin pelimaailmassa, jolla on omat sijaintikoor-
dinaatit ilmaisemaan objektin sijaintia pelimaailmassa. Pelimaailman origosta ei ole mitdén ta-
keita, se saattaa olla jossain pelimaailman keskelld, nurkassa tai ei missédédn erityisesséd paikassa.
Jos edelld mainitun objektin yrittéisi render6idd kayttden suoraan kuution koordinaatteja se
renderGitéisiin tdysin vaardan paikkaan. Tdmén vuoksi kuution esityksen pisteitd on siirrettava
oikeaan paikkaan. Tdtd kutsutaan translaatioksi (eng. translation) ja se on erdénlainen transfor-

maatio.

Vaikka kuutio saataisiin renderdityéd oikeaan paikkaan, se ei vélttamatta ole silti tdysin oikein.
Objekti todennékdisesti ei ole tdysin suorassa minkédén koordinaattiakselin kanssa, eli sitd on
kddnnetty. Tamén kddnnén on myds heijastuttava kuution pisteisiin. Témén lisdksi objekti ei
valttamétta ole yksikkokokoinen, eli kuution pisteiden vileja on muutettava, skaalattava. Kaanto

ja skaalaus ovat molemmat transformaatioita.

Jotta tdméan konseptuaalisen kuution saisi renderGityd nédytolle on edella kisiteltyd konkreti-
soitava. Kuution pisteet esitetddn vektorimuodossa kéyttden kolmiulotteisia vektoreita. Trans-
formaatiot voi esittéd joko vektorien ja vektoriyhteenlaskun muodossa, kuten translaation, tai
matriisien ja matriisi-vektori-kertolaskun muodossa, kuten kiéinto ja skaalaus. [SRH16] Luvussa
4 esitetyt algoritmit tulevatkin nyt hyvaian kayttoon. Lisdksi translaation, kdannon ja skaalauk-
sen voi yhdistdd yhteen 4 x 4 matriisiin kdyttéden sivulla 13 mainittua menetelméé: homogeenista
koordinaattijirjestelméi. [Len12] Transformaatioita esittdvid matriisia kutsutaan transformaa-
tiomatriisiksi.

Tasséd kohdassa on huomattava, ettd matriisi-vektori-kertolasku operoi vain yhdelld vektorilla
kerralla ja kuution eri pisteitd esittda usea vektori. Kahdeksan pisteen kuution renderéiminen
vaatisi kahdeksan matriisi-vektori-kertolaskua transformaatiomatriisin muodostamiseen vaadit-
tavien laskujen lisdksi. Onneksi jokainen piste voidaan muuntaa saman transformaatiomatriisin
avulla, joten transformaatiomatriisi tarvitsee muodostaa vain kerran yhté objektia kohden. Tamé
kuitenkin jattda kahdeksan matriisi-vektori-kertolaskua, joiden mé&raa ei voi vahentéa, silla jo-
kainen piste on erillinen. Kahdeksan kertolaskua ei vaikuta kovin suurelta méaérilté, eiké se ole-
kaan. Ongelmaksi koituu kun objektia esittéivd 3D-malli (eng. 3D model) siséltéii kymmenié tai

satoja tuhansia pisteitd, kuten modernien pelien 3D-malleilla on tapana.[SRH16]
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Prosessorilla kestdd jo kauan laskea jokainen kertolasku yhden objektin 3D-mallin pisteille ja
lahes poikkeuksetta jokainen peli siséltdd enemmén kuin yhden renderéitédvan objektin, olivat ne
sitten samaa tai eri 3D-mallia kiyttavit objektit. TAméa moninkertaistaa kertolaskujen madrin
ja lisdksi jokaiselle objektille on luotava oma transformaatiomatriisi. Téhén tehtdvéaén luotiin
naytonohjaimet, joiden prosessorit ovat erikoistettu satojen tuhansien, jopa miljoonien, laskutoi-

mitusten laskemiseen sekunnissa.

5.2 Rinnakkaistaminen

Objektien renderdintiin vaadittavat sadat tuhannet kertolaskut ovat jokainen toisistaan erillisié,
tarkoittaen, ettéd yhta pistettd koskeva kertolasku ei vaikuta muiden pisteiden kertolaskuun, silla
jokainen kerrottava piste tuottaa yhden uuden pisteen joka on transformoitu piste. Kuvitellen,
ettd transformaatio on funktio joka ottaa syotteeksi satoja tuhansia pisteitd, se antaa myos

tulokseksi tismalleen saman ma#réin pisteitd ja samassa jirjestyksessé.

Perikkéisten laskutoimitusten sijan ndmé sadat tuhannet laskutoimitukset voi toteuttaa rinnak-
kain, juurikin siitd syysté, ettd yhden tulos ei vaikuta muiden laskujen tuloksiin. Keskusprosesso-
rilla rinnakkaistaminen usein tarkoittaa muutaman, kahdesta kymmeneen, sidikeen samanaikaista
suoritusta. Nama sdikeet kuitenkin voivat toteuttaa mité vaan laskuja ja muistin manipulointeja.
Niytonohjaimen grafiikkaprosessori puolestaan on kehitetty rinnakkaistamaan mahdollisimman
paljon. Siind missé keskusprosessorilla on usein yhdesté kahdeksaan ydintd, on grafiikkaproses-

sorilla satoja, jopa tuhansia ytimii. [SRH16]

3D-mallin siséltdmit pisteet vektorimuodossa syotetdan ndytonohjaimelle transformaatiomatrii-
sin kanssa, jossa ne talletetaan niiyténohjaimen omaan muistiin, videomuistiin. [SRH16] Tamén
jilkeen grafiikkaprosessorissa suoritetaan pieni ohjelma, joka luo jokaiselle ytimelle siikeen ja an-
taa néille myos tiedon miké pétkd 3D-mallin pisteistd kuuluu millekin siikeelle. [SRH16] Siikeissd
sitten suoritetaan pieni ohjelma joka laskee sille kuuluvan pistejonon jokaiselle pisteelle trans-
formaation ja tallettaa tulospisteet esimerkiksi takaisin videomuistiin seuraavaa késittelya var-
ten. [SRH16] Niitd ndytonohjaimessa suoritettavia pienié ohjelmia kutsutaan varjostimiksi (eng.
shader). [SRH16]

Grafiikkaprosessorilla rinnakkaistaminen, kuten keskusprosessorillakin, ei ole maksuton operaa-
tio, vaan vaatii jonkin verran aikaa. Edelld téitd kuvattiin pienenéd ohjelmana joka valmistelee
varjostimien suoritusympéristod. Todellisuudessa tdmé ohjelma saatetaan suorittaa grafiikka-
prosessorissa tai se voidaan suorittaa keskusprosessorissa. [SRH16] Kummmassakin tapauksessa
tdma pieni ohjelma on suoritettava, muuten varjostimet eivét voisi tehdd mitéan, ja suoritukseen

kuluu jonkin verran aikaa.

Toisin kuin keskusprosessorilla, grafiikkaprosessorilla on harvemmin tarvetta vaihtaa suoritet-
tavaa ohjelmaa kesken suorituksen, joten varjostimien suoritus ei keskeydy normaalitapaukses-
sa ennen kuin jokainen tulosarvo on saatu laskettua. Tamé tarjoaa erityisen hyvan ja tehok-
kaan ympériston monimutkaisten tai usean 3D-mallin tai objektin render6imiseksi. Kuten lu-
vussa 5.1 mainittiin, usealla eri objektilla voi olla sama 3D-malli kdytossd. Tamé sopii hyvin
ndytonohjaimelle, silld yhdestd 3D-mallista saa usean eri objektin renderdityé eri transformaa-

tiomatriiseja kayttamaélla.
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5.3 DProsessorin erikoistaminen

Yksi tekija modernien prosessorien valtavassa suoritustehossa on prosessoreissa olevat erikoistetut
kaskyt samanaikaiselle laskennalle. AMDG64-arkkitehtuuri siséltdd niin kutsuttuja vektorilaskuja,
joissa vektori tarkoittaa listaa numeroista. Naméa késkyt toteuttavat jonkin laskutoimituksen
jokaiselle kahden vektorin luvulle samaan tyyliin kuin esimerkiksi algoritmi Y laskee kahden
vektorin luvut yhteen: jokainen tulosvektorin alkio on ldhtovektorien vastaavan alkion tulos.

v: u:

(o fw (o lo] o [olw][w]u]

w:

[ [ [ oo o |

Kuva 3: Vektorilasku w = v op u, jossa w,v ja u vektoreita ja op jokin skalaarilaskutoimitus.

Kuva 3 havainnollistaa joitakin prosessorin vektorilaskutoimitusta. Niissd on siis huomattava,
ettd osallistuvat vektorit ovat vain listoja luvuista, eiviatkid vilttdmétta matemaattisia vekto-
reita, joita luvussa 3.1 késiteltiin. Modernien prosessorien putkituksen ansiosta téllaiset késkyt
mahdollistavat hyvin matalan tason rinnakkaistamista. Jokaista alkiota vastaavat laskutoimi-
tukset eivat valttamattd tapahdu samanaikaisesti, mutta jokainen on valmis késkyn suorituksen
loputtua, joten on mahdollista antaa prosessorille kdsky laskea kahden nelialkioisen vektorin al-
kiokohtainen tulo ja toteuttaa muita késkyjé sillavalin kun prosessorin liukulukupiirit toteuttavat

laskutoimituskéskya.

Téssa tutkielmassa késiteltiin paljon sellaisia algoritmeja, joissa laskutoimitukset koostuivat ker-
tolaskusta ja yhteenlaskusta. Erityisesti algoritmi K, jossa jokaisen tulosmatriisin alkiota las-
kettaessa tarvitsee laskea 4 kertolaskua ja yhteenlaskua, olettaen 4 x 4 matriisit. Kertolasku-
yhteenlasku onkin erittédin yleinen yhdistelmé laskutoimituksia ja se tunnetaankin myos nimella
SAXPY (Scalar A X Plus Y). AMD64-arkkitehtuuriakin suunnitellessa tdmén operaation ylei-
nen kiyttd tunnettiin ja sitd varten kehitettiin prosessorin kisky nimeltd VFMADDPS (Multiply
and Add Packed Single-Precision Floating Point). [Adv20, s.617] Tdmé& on vain yksi useasta,

samankaltaisesta, késkysté jotka operoivat vektorimuodossa olevilla liuku-luvuilla.

Naiden kéaskyjen avulla on mahdollista tiivistdd tédssd tutkielmassa késitellyt algoritmit vain
muutamien prosessorin késkyjen mittaisiksi. Tdmaé on yksi syy miksi ndihin algoritmeihin kuluvaa
aikaa on hankala mitata tdsméllisesti, silld jokainen CISC-prosessori toteuttaa ndmé kaskyt eri
tavalla. Osa laskee samanaikaisesti jokaisen alkion laskutoimituksen ja tulos on valmis yhteen
laskutoimitukseen kuluvassa ajassa, toiset puolestaan laskevat jokaisen erillisen laskutoimituksen
erikseen. Ainoa yhteinen tekiji on, ettd laskeminen suoritettaan samalla kiskylld ja lopputulos

on sama.

Téssa tutkielmassa on myos jokaisen algoritmin kohdalla késitelty ilmenevéaa laskuvirhetté. Kos-
ka laskuvirhe on luontainen liukulukulaskuille, vaikuttaa se erikoistuneisimpiinkin prosessorei-
hin. On kuitenkin mahdollista vaikuttaa virheen kumulaatioon erilaisilla py¢ristysmenetelmill4.
Satunnaistamalla liukulukulaskujen pyoristdmistd on mahdollista saavuttaa paljon pienempi vir-

heiden kumulointi kuin esimerkiksi pyoristamélld 1&himpédn lukuun. [CG20] Tamén lisiksi sa-
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tunnaistamisella on mahdollista saavuttaa kelvollinen tarkkuus jopa 16-bittisilla liukuluvuilla.

[CG20]

6 Kwvaterniot

Matriisit tarjoavat paljon mahdollisuuksia, mutta vastapainoksi niilla on my&s rajoituksia. Esi-
merkiksi kahden neliématriisin kertolasku on tunnetusti vaativa onglema. Témén lisédksi esimer-
kiksi rotaatiotransformaatioiden kisittely matriiseilla saattaa koitua hankalaksi. Téssé luvussa
tutustutaan kvaternioihin, jotka tarjoavat rotaatioille vaihtoehtoisen laskentatavan ja helpottavat

niiden késittelyé.

6.1 Kvaternioiden matematiikkaa

Kvaterniot ovat sellaisia lukuja, jotka kompleksilukujen tavoin siséltédvét reaaliosan ja ima-
ginddriosan, mutta kompleksiluvuista poiketen kvaternioilla on kolme imaginédériosaa. Kvater-
nioita usein esitetédédn muodossa

g=s+xi+yj+zk (19)

jossa i,j ja k ovat sellaiset yksikot jotka téyttévit kaavassa 20 olevat ehdot. [Vinll]

=72 =k =ijk=—-1

ij = —ji=k
(20)

jk=—kj =i

ki=—ik=j

Kvaternioita voi ajatella skalaari-vektori -parina siten, etté kvaternion reaaliosoa on skalaari ja

imagindériosat muodostavat kolmiulotteisen vektorin. [Vinl1]

q=1s,v] (21)

Kahdelle kvaterniolle ¢4, g5 € H on miiiritelty yhteen- ja vihennyslaskut (kaava 22) seki kerto-
laskut (kaava 23). [Vinl1]

Qo+ qp = Sa + 8p + (Ta + )i + (Yo + Yp)J + (20 + 20)k (22)

daqp = SaSh — LaZb — YalYb — ZaZb

(23)

( )
+ (Sab + LaSh + Ya2b — Zal )i
+ (8a¥b + Ta2b + YaSb — 2aTb)]
+( )

Sa2b + Ta¥p + YaTb — ZaSp)k

Niiden liséksi kvaternioille on myos méiéritelty konjugaatti: kvaternion ¢ = [s, v] konjugaatti on
d = [s, —v]. Kvaternion ja sen konjugaatin vilinen tulo on sen normin (kaava 24) nelio, kuvattu
kaavassa 25. [Vinll]

lgll = /s? + 2% + ¢ + 22 (24)
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a7 = qq = ||q|]? (25)

Kvaternioille on my6s mééritelty kaavan 26 mukaisesti kéénteiskvaternio kdyttden konjugaattia

janormia. [Vinll, s.65] Kiinteiskvaternioille piitee kaavassa 27 esitetty ominaisuus. [Vinll, s.65]

-1 q
¢ = (26)
llall?
qq ' =[1,0]=1+0i+0j+0k =1 (27)

Kvaternio, jonka normi on 1 on yksikkdkvaternio ja kvaternio jolla on s = 0 on puhdas kva-
ternio. Kvaternioiden matematiikkaan syventyminen on tédmén tutkielman aiheen ulkopuolella.
Kuitenkin on hyva huomata, ettd kvaternioita laskiessa ne eivit kiayttiaydy tavallisten vektorei-
den kanssa yhtenevisti. Kahden kvaternion tulo on uusi kvaternio ja kahden puhtaan kvaternion

tulo ei ole puhdas kvaternio.

Luvussa 6.2 késiteltava kvaternioiden rotaatio on mahdollista esittdd matriisimuodossa. Jonkin

rotaatiota esittédvén kvaternion ¢ matriisimuodon R, saa kaavasta 28. [Lenl2, s.86]

1—2y%—222 20y —2sz 2wz + 2sy
R,=| 2zy+2sz 1-—222-222 2yz — 28w (28)
2z — 2sy 2yz + 2sx 1— 222 — 2y

6.2 Kvaternioiden kiytto

Kvaternioita voi esittédé tietokoneessa neliulotteisen vektorin tavoin. Kvaternion ¢,j ja k yk-
sikoitd ei tarvitse esittdd, silla kaikki laskutoimitukset on toteutettavissa implisiittisilla ima-
gindariyksikoilla. Esimerkiksi kertolaskussa jokaisen komponentin voi laskea suoraan tukeutu-
malla kaavaan (23). Luvussa 4 esiintyvien algoritmien tavoin, kvaterniolaskuissakin esiintyy pal-

jon kerto- ja yhteenlaskuja; saxpy-operaatioita.

Kahden kvaternion vélinen kertolasku vaatii 16 saxpy-operaatiota ja kahden 3 x 3 matriisin kerto-
lasku vaatii 27 saxpy-operaatiota. [Lenl2, s.84] Seki kvaternioita, ettd matriiseja on mahdollista
kédyttdd rotaatioiden esittdmiseen ja koska usein yhtd renderditdvié objektia kohden tarvitaan
usean rotaation yhdiste, on kertolaskuihin kuluva operaatioiden mé&ira varsin merkittava. Esi-
merkiksi Euler-kulmien kéytto vaatii kolme rotaatiota, jolloin tarvitaan kolme matriisia tai kva-
terniota esittdméidn jokaista rotaatiota ja lopullisen rotaation muodostamiseksi tarvitaan kolme
kertolaskua. Jo Euler-kulmien kéiytossd huomataan, ettd 16-3 = 48 < 81 = 27-3, eli kvaternioiden

kertolaskuun tarvitaan noin 60 % matriisien kertolaskuihin kuluvista saxpy-operaatioista.

6.2.1 Rotaatiot

Pisteen rotaatio on mahdollista laskea kiayttiamalla kvaterniota tai matriisia. Kuitenkin matriisien
kanssa tarvitsee laskea vain yksi matriisi-vektori-kertolasku kaavan (29) esittdmalld tavalla, kun

puolestaan kvaterniot vaativat kaksi kertolaskua ja piste on esitettdvi kvaterniona, kaavan (30)
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esittdmallé tavalla.
P’ =Rp (29)

/

P =aqpi" (30)

1

jossa R on rotaatiomatriisi, ¢ vastaavan rotaatiokvaternion yksikkokvaternio, ¢~" sen ka#nteis-

kvaternio, p pisteen p kvaternioesitys ja p’ tavoitepisteen p’ kvaternioesitys. [Len12, Vinll]

Pisteen voi esittdd kvaterniona asettamalla kvaternion vektoriosaksi pistettd esittdvian vekto-
rin ja skalaariosaksi nollan: p = [0, p]. [Vinl1] Tietokoneella kaavan (30) toteuttamiseen voi
kéyttaa pienié oikoreitteja jattdmaélla pois pisteen p muuton kvaternioksi, jolloin tulokseksi saa-
daan suoraan vektori ja sddstytddn muutamalta a - 0 kertolaskulta. Kuitenkin n#ité oikoreitteja
hyodyntamalld kvaternioiden kéytto pisteiden rotaatiotransformaatiossa on matriiseja hitaam-

paa, johtuen kahdesta tarvittavasta kertolaskusta.

Kirjoittajan suorittama 10 000 000 pisteen transformaation vertailu tuotti taulukossa 4 nikyvat
tulokset. Tulokset saatiin kirjoittamalla C+--ohjelma, joka loi 10 000 000 satunaista pistetti
kuution [0, 1] x [0, 1] x [0,1] siséltd ja mittaamalla kulunut aika jokaisen pisteen rotaatiotrans-
formaation toteuttamisessa. Tulokset mitattiin kdyttden kolmea eri rotaatiota, joita vastaavat
matriisit ja kvaterniot luotiin valmiiksi ennen ajanmittauksen aloittamista. Nédiden kolmen eri
rotaatiota késitteleviat mittaukset toistettiin kolme kertaa, eli jokaisella menetelmélld mitattiin
yhteensé yhdeksén kertaa 10 000 000 pisteen transformointiin kuluva aika. Taulukossa on esitetty

néiden yhdeksén mittauksen keskiarvo.

Taulukossa 5 on esitetty eri transformaatioita kuvaavien kvaternioiden ja matriisien muodosta-
mista. Taméa vertailu toteutettiin muodostamalla kaksi, kolme tai kymmenen vastaavaa rotaa-
tiota kuvaavaa kvaterniota ja matriisia ja niiden yhdistettd kuvaavan matriisin muodostamiseen
kuluvaa aikaa mitattiin. Matriisien kohdalla kyse oli matriisien kumuloiva yhteen kertominen,
kun taas kvaternioilla yhteen kertomisen liséiksi piti muodostaa lopullista transformaatiota ku-
vaava matriisi. Kumpikin vertailu toteutettiin kdyttdmélla samoja laskufunktioita ja vertaileva
C++-ohjelma kadnnettiin GNU C++ -kédantéjalla kdyttden tason kaksi optimointia.

Laskutapa Kesto
Kvaterniot ilman optimointeja | 1.53072 s
Optimoimalla kdanteiskvaternio | 0.54890 s

Erikoistamalla kertolasku 0.52310 s
Matriisilaskuilla 0.12941 s

Kuva 4: Kvaterniokertolaskujen ja matriisi-vektori-kertolaskun ero laskenta-ajassa.

Rotaatioita
2 3 10
Kvaterniot | 394 ns | 526 ns | 1099 ns
Matriisit 423 ns | 766 ns | 1647 ns

Laskutapa

Kuva 5: Samoja rotaatioita kuvaavien kvaternioiden ja matriisien yhteen kertomisen ero laskenta-
ajassa.

Koska kvaternioilla laskettava pisteen transformaatio vaatii kaksi kvaterniokertolaskua ja koska

kvaterniokertolasku on noin yhté vaativa kuin matriisi-vektori-kertolasku, vaatien 16 kertolas-
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kua ja 16 yhteenlaskua, eli 16 saxpy-operaatiota, on kvaternioiden kaytto pisteen transformaa-
tion laskemisessa merkittdvasti hitaampaa kuin matriisien. Taulukon 4 lukemat antavat kvater-
niomenetelmille yli nelinkertaisen suoritusajan matriisimenetelméén verrattuna. Ensimméaisessé
laskutavassa kédnteiskvaternio laskettiin jokaisen pisteen mukana tdydellisyyden vuoksi, ja on
siten moninkertaisesti hitaampi kuin laskemalla kéddnteiskvaternio vain kerran. Tamaé laskutapa
on toteutettu siitd syysté, ettd kvaternioita kayttidessd pisteen transformointiin tarvitaan seké
rotaatiota kuvaava kvaternio, ettd sen kd#inteiskvaternio. Kéinteiskvaternion laskemiseksi tar-
vitsee laskea kvaternion normi ja jakaa jokainen konjugaatin alkio normilla, kuten kaavassa (26)

on esitetty.

Kuitenkin rotaatioiden yhdistdminen on kvaternioilla merkittavéasti nopeampaa kuin matriiseilla.
Jo kahden kvaternion yhteen kertominen ja matriisiksi muuttaminen suoraan kaavan (28) avulla
on nopeampaa kuin kahden 3 x 3 matriisin kertominen yhteen. Rotaatiokvaternion ja -matriisin
muodostaminen on merkittédvi osa transformaatioiden kéyttod. Kaavassa (31) on mielivaltaisen
akselin v ympéri tehdyn kulman 6 suuruisen rotaation matriisi. [Lenl2, s.75] Kaavassa (32) on

vastaavan rotaatiokvaternion muodostus. [Vinll, s.89]

cos 6 + (1 — cos 0)v? (1 —cosf)vyv, —sinbv, (1 — cosB)vyv, + sinbu,
Ry (0) = | (1 — cosB)vyvy + sinfu, cos @ + (1 — cos 9)1}5 (1 — cosf)vyv, —sinfuv, | (31)
(1 —cosf)vgv, —sinbv, (1 — cosB)vyv, + sinbv, cosf + (1 — cos 0)v?
gv(0) = [cos 2 sin gv] = cos g + sin gvmi + sin gvyj + sin gvzk (32)

Selvisti ndhdddn, ettd (32) sisaltdd vahemmén laskutoimituksia kuin (31) ja kummassakin ta-
pauksessa saadaan vastaavaa rotaatiota kuvaava kvaternio tai matriisi. Ndiden kahden yhtene-
vyyden niikee helposti soveltamalla kaavaa (28) rotaatiokvaternioon ¢ (6). Kvaternioilla on pal-
jon kayttod erityisesti sellaisissa renderdintiympéaristoissé, joissa jokaiselle objektille on laskettava

paljon rotaatioita, kuten esimerkiksi lentosimulaatioissa. [Vin11]

6.2.2 Virheet

Luvussa 4.3 esiintyi kahden matriisin kertolaskun tuottama liukulukuvirhe, joka on sekd kumu-
latiivinen, ettd pysyvé. Taulukko 2 antoi 4 x 4 matriisien kertolaskulle 8¢, suuruisen termikoh-
taisen virheen, jonka vaikutus moninkertaistui mychemmissé kertolaskuissa. Koska kvaternioita
esitetdan myos liukuluvuilla, on laskuista ilmeneviéd virhettd myos harkittava. Kahden kvater-
nion kertolasku tuottaa saman 8¢, suuruisen virheen, mikd on enemmén kuin 3 x 3 matriisin
kertolaskusta ilmenevd 6e,,. Kvaternion kuvaamiseen tarvitaan vain neljd lukua, mutta jokai-
nen néistéd luvuista esiintyy jokaisessa kertolaskun termisséd. Téstéd syystd kvaterniot ovat yhtéa

alttiita virheille kuin 4 x 4 matriisit.

6.2.3 Interpolointi

Kvaternioiden rotatiivisten ominaisuuksien liséksi niill on erés toinenkin ominaisuus ja etu mat-
riiseihin verrattuna. Animoinnissa on olemassa kisite avainkehyksisti (eng. keyframe) ja erityi-
semmin avainkohdista. Maarittelemélla tietyt pisteet joiden vélilla pisteiden sijainti interpoloi-

daan on paljon muistiystavillisempi ja laajennettavampi menetelmé kuin jokaisen mahdollisen
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animaatiossa olevan asennon pisteen tallentaminen. [Bob98] Esimerkiksi monissa peleissi kame-
ran sijainti ja suunta interpoloidaan kahden pisteen vélilli. [Bob98] Kvaternioilla on erityisté
kéyttod kun halutaan interpoloida kaarevasti kahden pisteen vililld. Pallomainen lineaarinen in-
terpolointi (eng. spherical linear interpolation) on yksi loistava kiyttokohde kvaternioille. [Len12,
$.86]

Kahden kvaternion gqi, o vilille saatava pallomainen lineaarinen interpolointi saadaan kaytté-
mélla kaavaa (33), jossa kaavojen (34) ja (35) sijoitukset ovat yhtépitdavit. [Lenl2, s.89] Tatd
menetelméd kiytettiin esimerkiksi pelissi Tomb Raider (1997). [Bob98]

sin (1 —t) sin 0t

q(t) = sng T e (33)
6 =cos (g1 q2) (34)
sinf = /1 —(q1 - q2)? (35)

7 Yhteenveto

Kolmiulotteiseen renderdintiin sisdltyy paljon algoritmeja, joista vain muutamat ja ilmeisimmaét
ovat tdmaén tutkielman kohteena. Vektori- ja matriisilaskut ovat merkittdava osa kolmiulotteista
renderdintia ja siksi niiden ominaisuuksiin paneuduttiinkin syvésti. Kuitenkin luvussa 5 huomat-
tiin, ettd kiytdnnossd monet operaatiot ovatkin jo laitteiston tukemia ja taten hyvin optimoituja.
Tamén lisdksi luvussa 6 kisiteltiin konsepteja, jotka tehostivat esimerkiksi rotaatiotransformaa-
tioiden laskemista. Jokaisen algoritmin kohdalla ké&siteltiin myo6s liukulukulaskuissa esiintyvéaa

virhetermié ja miten suuresti se vaikuttaa.

Luvussa 5 huomattiin, ettd monet luvussa 4 tehdyt oletukset ovat liian yleisid kdytdnnossé. Esi-
merkiksi aikakompleksisuuksilla ei ole merkitystéd ulottuvuuksien méaréan ollessa kiinnitetty. Mo-
dernit prosessorit jopa tarjoavat suoraan kiskyja nopeuttamaan ja tiivistdmaéaédn kasiteltyjen algo-
ritmien suoritusta ja ndytonohjaimet on suunniteltu suorittamaan tuhansia laskuja samanaikai-
sesti. Kuitenkin laitteistotuesta huolimatta kvaterniot osoittautuivat matriiseja tehokkaammiksi
rotaatioiden késittelyssd, kun taas tunnetut ja tehokkaat matriisien kertolaskualgoritmit, kuten
Strassen algoritmi, osoittautuivat suoraa algoritmia hitaammiksi renderdinnissi kiytettivilla

matriiseilla.

Kuten ohjelmoinnissa yleisestikin, yhteen ongelmaan 16ytyy monia eri ratkaisuja jotka kaikki
kayttaytyvét eri tavalla. Taman vuoksi onkin térkedd tuntea useita eri ratkaisuja ja niiden hyvia
ja huonoja puolia, silld harvemmin 16ytyy yhtd menetelméd joka on paras kaikissa tapauksissa.
Tassé tutkielmassa juurikin kéytiin 1dpi kolmiulotteisen renderdinnin tukipilareita, matriisilasku-
ja, ja tutkittiin mitd ominaisuuksia millékin laskulla on. Témén lisdksi modernien laitteiden eri-
koistamisen vaikutuksia késiteltiin ja lopussa oli tutustuminen yhteen, mahdollisesti yllattavaan,

vaihtoehtoiseen menetelméain.
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A Geneerisen funktion erillinen toteutus

Kasitellddn seuraavaa lyhyttd C++ ohjelmaa, jossa on D-ulotteinen vektoriluokka ja niilla ope-
roiva geneerinen funktio:

template <int D>
struct vector {

float datal[D];
}s

template <int N>
float function(const vector<N>& v) {
float aj;
for (int i = 0; i < N; ++i)
a += v.datal[i];

return a;

int main() {
vector<3> vecl1{1.0f, 2.34f, 5.254f};
vector<4> vec2{1.3f, 1.35f, 3.234f, 3.14f};
float b = function<3>(vecl);
float x = function<4>(vec?2);

return b+x;

GCC 10.2 kaantas tassid koodissa olevan funktion function() seuraavanlaisiksi kahdeksi aliru-

tiiniksi, kun optimointitaso on asetettu nollaksi.

float function<3>(vector<3> const&): float function<4>(vector<4> const&):
pushq %rbp pushq %rbp
movq %rsp, hrbp movq %rsp, hrbp
movq %rdi, -24(%rbp) movq %rdi, -24(%rbp)
movl $0, -8(%rbp) movl $0, -8(%rbp)
jmp .L4 jmp .L8

.L5: .L9:
movq -24(%rbp), %hrax movq -24(%rbp), %hrax
movl -8(%rbp), ‘hedx movl -8(%rbp), ‘hedx
movslq ‘%edx, %rdx movslq ‘%edx, %rdx
movss (%rax,%rdx,4), %xmmO movss (%rax,%rdx,4), %xmmO
movss -4(%rbp), %xmml movss -4(%rbp), %xmml
addss Y%xmml , %xmmO addss %xmml , %xmmO
movss %xmm0 , -4(%rbp) movss %xmm0 , -4(%rbp)
addl $1, -8(%rbp) addl $1, -8(%rbp)

.L4: .L8:
cmpl $2, -8(%rbp) cmpl $3, -8(%rbp)
jle .L5 jle .L9
movss -4(%rbp), %xmmO movss -4(%rbp), %xmmO
pPoPq hrbp porq %rbp
ret ret

Ka#dntdjd on erikoistanut geneerisen D-ulotteisen syttevektorin ottavan funktion kahdeksi eri-

koistetuksi alirutiiniksi, joista toinen ottaa 3-ulotteisen vektorin ja toinen 4-ulotteisen vektorin.



